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“TEHNICI MATEMATICE“- ediția a XIX-a 

Etapa națională 23.03.2024 

Barem de corectare 

Clasa a XI-a – Matematică M_șt-nat 

Subiectul I (30 p) 

a)  𝑋(𝑎) = (
3𝑎 + 1 3𝑎

−2𝑎 −2𝑎 + 1
)……………………….……………………………………....2 p 

𝑋(𝑎) ∙ 𝑋(𝑏) = (
3(𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏) + 1 3(𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏)

−2(𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏) −2(𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏) + 1
)……………………………....….4 p 

𝑋(𝑎) ∙ 𝑋(𝑏) = 𝑋(𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏)……………………………………………………………….…4 p 

b) 𝐴𝑛 = 𝐴, 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑜𝑟𝑖𝑐𝑒 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ…………………………………………........................2 p 

 (𝑋(1))
𝑛

= (𝐼2 + 𝐴)𝑛 = 𝐶𝑛
0𝐼2 + 𝐶𝑛

1𝐴 + 𝐶𝑛
2𝐴 + ⋯ + 𝐶𝑛

𝑛𝐴…………………..............................4 p 

(𝑋(1))
𝑛

= (2𝑛 − 1) ∙ 𝐴 + 𝐼2. ………………………………………………………...…….…..4 p 

c)  𝑋(𝑎) ∙ 𝑋(𝑏) = 𝑋((𝑎 + 1)(𝑏 + 1) − 1)..................................................................................2 p 

𝑋(1) ∙ 𝑋(2) = 𝑋(3! − 1)..............................................................................................................1 p 

𝑃(𝑘):  𝑋(1) ∙ 𝑋(2) ∙ … ∙ 𝑋(𝑘) = 𝑋((𝑘 + 1)! − 1), 𝑘 > 1...........................................................2  p 

𝑃(𝑘) ⟶ 𝑃(𝑘 + 1)  

𝑃(𝑘 + 1):  𝑋(1) ∙ 𝑋(2) ∙ … ∙ 𝑋(𝑘 + 1) = 𝑋((𝑘 + 1)! − 1) ∙  𝑋(𝑘 + 1) = 

= 𝑋((𝑘 + 1)! (𝑘 + 2) − 1) = 𝑋((𝑘 + 2)! − 1)..........................................................................2 p 

𝑘 = 2024 ⟹  𝑋(1) ∙ 𝑋(2) ∙ … ∙ 𝑋(2024) = 𝑋(2025! − 1)........................................................2 p 

𝑋(𝑡 − 1)= 𝑋(2025! − 1) ⟹ 𝑡 = 2025!......................................................................................1 p 

Subiectul II (30 p) 

a) 𝑙𝑠(−2) = lim
𝑥→−2
𝑥<−2

𝑙𝑛[(𝑥+2)+1]

𝑥+2
∙

1

𝑥+3
= 1........................................................................................4 p 

𝑙𝑠(−2) =  𝑙𝑑(−2) = 𝑓(−2) = 1 ⟹ 𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢ă î𝑛 𝑥0 = −2 (i)......................................2 p 

𝑙𝑠(−1) =  𝑙𝑑(−1) = 𝑓(−1) = −1 ⟹ 𝑓 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢ă î𝑛 𝑥0 = −1 (ii)......................................2 p 

Pe (−3, −2) f este continuă deoarece este raport de funcții elementare, pe (−2, −1) și (−1, ∞) 

este continuă deoarece este elementară (iii)........................................................................1 p 



Din (i), (ii) și (iii) ⟹ f contină pe (−3, +∞)...............................................................................1 p 

b) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑎𝑥 − 1 este restricția lui f la intervalul (−1, +∞) 

𝑥𝑉 = −
1

2
 ș𝑖 𝑎 > 0 ⟹f strict crescătoare pe [−

1

2
, ∞) ⟹f strict crescătoare pe [0, 1]................2 p 

⟹f injectivă⟹ 𝑓(𝑥) = 0 are cel mult o soluție în [0, 1]............................................................3 p 

f continuă pe [0, 1] ⟹ f are proprietatea lui Darboux pe [0, 1].................................................2 p 

𝑓(0) = −1 < 0, 𝑓(1) = 2𝑎 − 1 > 0, (∀)𝑎 >
1

2
 ⟹ 𝑓(0) ∙ 𝑓(1) < 0 ⟹ (∃)𝑐𝑒𝑙 𝑝𝑢ț𝑖𝑛 𝑢𝑛  

𝑐 ∈ (0,1)𝑎. î. 𝑓(𝑐) = 0………......................................................................................................2 p 

c este soluție unică a lui 𝑓(𝑥) = 0 pe intervalul [0, 1].................................................................1 p 

c) 𝐿 = 2 lim
𝑥→1

𝑒𝑥2−𝑥−1+1−𝑐𝑜𝑠(2𝑥−2)

(𝑥−1)(𝑥+2)
= 2lim

𝑥→1
(

𝑒𝑥2−𝑥−1

(𝑥−1)(𝑥+2)
+

1−𝑐𝑜𝑠(2𝑥−2)

(𝑥−1)(𝑥+2)
)..........................................3 p 

𝐿1 = lim
𝑥→1

𝑒𝑥2−𝑥−1

(𝑥−1)(𝑥+2)
=

1

3
…………….……………………………………………………………3 p 

𝐿2 = lim
𝑥→1

1−𝑐𝑜𝑠(2𝑥−2)

(𝑥−1)(𝑥+2)
= lim

𝑥→1

2𝑠𝑖𝑛2(𝑥−1)

(𝑥−1)2 ∙
(𝑥−1)2

(𝑥−1)(𝑥+2)
= 0.................................................................3 p 

𝐿 =
2

3
………………………………………………………………………………………….....1 p 

Subiectul III (30 p) 

a) d = |
𝑏2 𝑎2 0
𝑐2 0 𝑎2

0 𝑐2 𝑏2

| = −2𝑎2𝑏2𝑐2 ≠ 0………………………………………………………..6 p 

⟹sistem Cramer, deci are soluție unică………….......................................................................4 p 

b) 𝑥0 =
𝑏4+𝑐4−𝑎4

2𝑏2𝑐2 , 𝑦0 =
𝑎4+𝑐4−𝑏4

2𝑎2𝑐2 , 𝑧0 =
𝑏4+𝑎4−𝑐4

2𝑏2𝑎2  ……………………………………………....6 p 

|𝑥| < 1 ⟺ (𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)(𝑏2 + 𝑐2 + 𝑎2) > 0 ș𝑖(𝑏2 − 𝑐2 − 𝑎2)(𝑏2 − 𝑐2 + 𝑎2) < 0  inegalități 

care rezultă din ipoteza problemei……………………………………………............................3 p 

Analog se arată |𝑦| < 1și |𝑧| < 1………………………………………………………...…......1 p 

c) 𝑥0 =
1

2
(

𝑏2

𝑐2
+

𝑐2

𝑏2
) −

𝑎4

2𝑏2𝑐2
≥ 1 −

𝑎4

2𝑏2𝑐2
, 𝑐𝑢 𝑒𝑔𝑎𝑙𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 𝑏2 = 𝑐2....................................4 p 

𝑥0 + 𝑦0 + 𝑧0 ≥ 3 −
𝑎6+𝑏6+𝑐6

2𝑎2𝑏2𝑐2 ......................................................................................................4 p 

Valoarea minimă a sumei se obține pentru 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 ⟹ 𝑥0 + 𝑦0 + 𝑧0 =
3

2
 ......................2 p 


