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Subiectul |

Fie O si H centrul cercului circumscris, respectiv ortocentrul triunghiului ABC. Notam
cu 04, 0,, 05 centrele circumscrise triunghiurilor HBC, HAC respectiv HAB.
a) Poate fi triunghiul ABC dreptunghic ? Justificati
b) Demonstrati ca A este ortocentrul triunghiului BHC

C) Aratati ca pentru orice punc M € OH, vectorul v = MO, + MO, + MO5 este coliniar
cu OH.

(prelucrare G.M nr. 4/2022)

Barem:

a) Presupunem ca AABC este dreptunghic, ortocentrul ar fi intr-unul din varfurile
triunghiului deci, ca sa existe triunghiurile HBC, HAC respectiv HAB este necesar ca
triunghiul ABC sa nu fie dreptunghic ...........ccoovieiieiiiiiiiccceceeeceee e 10p

b) Deoarece BH 1L AC,CH 1 AB,AH L BC = A ortocentrul AHBC..........c..c..c.c..... 10p

c) Folosind teorema lui Sylvester, obtinem:

0.4 = 0;H + 0,B + 0,C = 04— 00,=(0H — 00,) + (0B — 00,) +

(OC —007) = 00] = 0B + OC.oeesvveveeiieseeeeeeisesseeeeeissseseseesseseessssssssssessenns 2p
AnalogO_Oz)zb_C)+E4),m;=ﬁ+O_B) ............................................................. 4p
Deoarece M € OH, exista a € R astfel incat:
OM=a-0OH=73=00,400,+ 003 —30M =..oocevvvmmreeomererrereererercerrrcerrrnrs 2p
=(2-3a)-O0H=7s i

OH
COINIANT. ..o 2p

30 puncte

Subiectul 11
Fie x; si x, ridicinile ecuatiei x> — 6x + 1 =05si S, = x' + x¥, unde n € N*
a) Calculati S, S,, S5
b) Aratati ca S, este numar intreg pentru orice n € N*
C) Arétati ca nu exista n € N*astfel incat S, sa se divida cu 5.

Barem:
a) 51=XI+XZ=_§=6;p:l ................................................................................ 3p
Szzxf+X22=Sf—2p=36—2=34 .............................................................. 3p
S3=513—3p5=63—3-1-6=198 ................................................................... 4p

D) S, = 65,1 — S;—2 PENIIU OFICE 71 = 3.t 5p



C) Presupunem ca exista N astfel TNCAL Sy, ¢ 5.eviiiiiiiiiiee e 2p

Cum53:652_51:198 =>TL>3 ...................................................................... 2p
Adunand relatiile S,, = 6S,,_1 — Sp_2 815,14 = 6 S,_, — S,_3 rezultd ca
STl = 5571—1 + 5571.—2 - STL—3 deC| Sn_3 5 ................................................................ 3p

Continuand procedeul se ajunge la E; : 5sau E, : 5sau E5 : 5, ceea ce este fals.....3p

30 puncte
Subiectul 111

a) Aritatici P(n) = (n? — 1)(n® —n? + n—1) + n?(n + 1) este divizibil cu
n®+1), (V)n € N*

b) Rezolvati inecuatia % >49, undeP(n) =m?—-1)n®>-n?>+n-1) +
n?(n+ 1), (V)n € R\{-1}

c) Fiene N*. ArataticaiR(k) = (n> =1 —n?+n—- 1D+ (n+ 1) - n3*Leste
divizibil cu (n® + 1), pentru orice k € N*

Barem:

Q) PM=n>—n*+n®—-n?2-n+n2-n+1+nd+n?=

=n®—n*+n+n¥-n+1=

NPM3 4+ 1) —n(M3 4+ 1)+ (N34 1) =, 5p
=M+ 1D)M2 =N+ 1) i (M3 D) 5p
b) B0 5 49 Dt g e 3p
n+1 n+1
&M -n+1)2-49>20N?>—-n—-6)N>—n+8)=0.ccccecvcrerereernne, 3p
en?—-n—-6=>0=n€ (—ow;—2] U [3;+x)
.................................................. 4p
c) Fien e N~ arbitrar ales. Demonstram prin inductie
matematica
l. k=1=RLD)=PM):iM3+1)diNa).reeirrerrreereererrreeenn, 2p

. R(k) » R(k + 1)
RK)=m?—1D@ —n?+n—-1D"+n+1) -n¥1 i@ +1)
adevarat
Rk+1)=m*—-1)0®—n?+n— 11+ (n+1) n3k*2=
=m?-1)n-n?+n—-DKM3—n?+n—-1)+(n+1) n3kti=
=[M?-D@*-n*+n-D+n+Dn** -+ Dn**Nn-n?>+n-1) +
+(n+ 1) -n3k+2=
=[RK)—(m+Dn** 13 —n?+n—-1+n+1) n3k*2 =
=R —n*+n—1D+m+1) 0¥ 1n* - (n® —n*+n-1)] =

=REM =12 +n—1D+ M3+ 1) 13T (M3 4 1) 5p
Deci, R(k + 1) : (n® + 1) pentruorice k € N*......cccoeeeeereeeeeeeeernes 1p
Din I si IT obtinem R (k) : (n® + 1), pentru orice k € N*. ......cccoovvrrrrrunnnee. 2p

30 puncte



