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1. a. 𝑥 > 0 =>  𝑥 ∈ (0,∞)  =>   𝐷 = (0,∞)   

Notăm log4(√𝑥
3 + 1) = log27 𝑥 = 𝑡 <=> 𝑥 = 27

𝑡 <=> log4(√𝑥
3 + 1) = 𝑡.…………....…..1p 

√𝑥
3 + 1 = 4𝑡 <=>  √27𝑡

3
+ 1 = 4𝑡………………………………………………………..…...1p 

3𝑡 + 1 = 4𝑡 cu soluţie unică 𝑡 = 1 <=> 𝑥 = 27.........................................................................1p 

 

    b. Avem 𝑥 log2𝑎+1(2𝑎−1) = (2𝑎 − 1)log2𝑎+1 𝑥  și ecuația devine.................................................1p 

(2𝑎 − 1)log2𝑎+1 𝑥 + 𝑥 = 2 + 4𝑎2 ∙ log2𝑎+1 𝑥................................................................................1p 

Notăm log2𝑎+1 𝑥 = 𝑦 și ecuația ia forma  
(1)  (2𝑎 − 1)𝑦 + (2𝑎 + 1)𝑦 = 2 + 4𝑎2𝑦.....................................................................................1p 

   Cum funcția 𝑦 → (2𝑎 − 1)𝑦 + (2𝑎 + 1)𝑦 este strict crescătoare și strict convexă, rezultă că    

ecuația (1) are cel mult două soluții. Întrucât 𝑦1 = 0 și 𝑦2 = 2 verifică ecuația (1), rezultă că   

ecuația dată are soluțiile: 𝑥1 = 1 și 𝑥2 = (2𝑎 + 1)
2  ...................................................................1p 
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 2. a. A = (∑
1

2√𝑘

20242−1
𝑘=1 ) + 1 

 
1

2√𝑘
=

1

√𝑘+√𝑘
=> √𝑘 + 1 − √𝑘 <

1

2√𝑘
< √𝑘 − √𝑘 − 1…………………………………...…....1p 

Notăm S =
1

2√1
+

1

2√2
+

1

2√3
+⋯+

1

2√20242−1
  

După ce dăm valori lui k,obținem 

√20242 − 1 < S < √20242 − 1………………………………………………………………..1p 

2023 < S < √20242 − 1 < 2024 

2024 < A < 2025 

De unde [A] = 2024 …………………………………………………………………………….1p 

  

     b.Notăm  √14𝑥 − 15
3

=
1

14
∙ (𝑥3 + 15) = 𝑡 

{
√14𝑥 − 15
3

= 𝑡
1

14
∙ (𝑥3 + 15) = 𝑡

<=> {14𝑥 − 15 = 𝑡
3

𝑥3 + 15 = 14𝑡
 …………………………………………………….1p 

𝑥3 + 14𝑥 = 𝑡3 + 14𝑡  <=> 𝑥3 + 14𝑥 − 𝑡3 − 14𝑡 = 0 
(𝑥3 − 𝑡3) + 14 ∙ (𝑥 − 𝑡) = 0 <=> (𝑥 − 𝑡) ∙ (𝑥2 + 𝑡𝑥 + 𝑡2 + 14)⏟            

+

= 0 <=> 𝑥 = 𝑡…….……1p 

𝑥3 = 14𝑥 − 15 <=> 𝑥3 − 14𝑥 + 15 = 0 <=> 𝑥 = 3 soluție …………………………...…..1p 

(𝑥 − 3) ∙ (𝑥2 + 3𝑥 − 5) = 0 <=> 𝑥1 = 3 ; 𝑥2,3 =
−3±√29

2
 ………...…………….……………1p 
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3. a. Notăm A = 𝑓(𝑥2 − 𝑥 + 1) ; B = 𝑓(𝑥2 + 𝑥 + 1) 

Din enunț A − 2 ∙ B = −2𝑥2 − 6𝑥 − 3   (1) 
Înlocuim 𝑥 → −𝑥 



−2 ∙ 𝑓(𝑥2 − 𝑥 + 1) + 𝑓(𝑥2 + 𝑥 + 1) = −2𝑥2 + 6𝑥 − 3 

−2 A + B = −2𝑥2 + 6𝑥 − 3                     (2) 
Din (1) și (2) 

{
A −  2 ∙  B =  −2𝑥2 − 6𝑥 − 3  | ∙ 2

−2 A +  B = −2𝑥2 + 6𝑥 − 3
 => B = 2𝑥2 + 2𝑥 + 3……..………………..…………..1p 

𝑓(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 2𝑥2 + 2𝑥 + 3 = 2 ∙ (𝑥2 + 𝑥 + 1) + 1 

𝑓:ℝ → ℝ   𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1………………………………………………………………………2p 

 

    b. 6𝑥4 − 𝑥3 + 6𝑥2 + 1 = 4𝑥3 − 𝑥2 + 5𝑥 

<=> 6𝑥4 − 5𝑥3 + 7𝑥2 − 5𝑥 + 1 = 0 

<=> (2𝑥 − 1)(3𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) = 0 

<=> 𝑥1 =
1

2
 ;  𝑥2 =

1

3
…………….………………………………………………………….….1p 

Pentru 𝑥 =
1

2
 avem  

(3 ∙ 𝑓 (
11

4
) − 2)

2

≤ 0 <=> 𝑓 (
11

4
) =

2

3
  (1)……………………………………...………..…..1p 

Pentru 𝑥 =
1

3
 avem 

(3 ∙ 𝑓 (
46

27
) − 2)

2

≤ 0 <=> 𝑓 (
46

27
) =

2

3
   (2)............................................................……….….1p 

Din (1) și (2) 𝑓 nu este injectivă..................................................................................................1p 
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4. a. |
𝑎−𝑏

1−𝑎𝑏
| < 1 <=> |𝑎 − 𝑏| < |1 − 𝑎̅𝑏| <=> (𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) < (1 − 𝑎̅𝑏)(1 − 𝑎̅𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)……....1p 

<=> (𝑎 − 𝑏)(𝑎̅ − 𝑏̅) < (1 − 𝑎̅𝑏)(1 − 𝑎𝑏̅) <=> 0 < 𝑎𝑎̅𝑏𝑏̅ − 𝑎𝑎̅ − 𝑏𝑏̅ + 1  

<=> |𝑎|2 ∙ |𝑏|2 − |𝑎|2 − |𝑏|2 + 1 > 0 <=> (|𝑎|2 − 1)(|𝑏|2 − 1) > 0…………………..….1p 

Astfel : |
𝑎−𝑏

1−𝑎𝑏
| < 1 <=> |𝑎|, |𝑏| ∈ [0,1) sau |𝑎|, |𝑏| ∈ (1,∞)………………………….…..….1p 

 

   b. Notăm |𝑧 + 1| = 𝑎 și |𝑧 − 1| = 𝑏 ; 𝑎, 𝑏 ∈ [0,∞) 
Avem identitatea: |𝑧1 + 𝑧2|

2 + |𝑧1 − 𝑧2|
2 = 2|𝑧1|

2 + 2|𝑧2|
2 , (∀)𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ 

=> |𝑧 + 1|2 + |𝑧 − 1|2 = 2|𝑧|2 + 2…………………………………………………………....1p 

Deducem că √|𝑧|2 + 1 = √
𝑎2+𝑏2

2
 și concluzia devine : 

√2 ≤
𝑎+𝑏

√𝑎
2+𝑏2

2

≤ 2 <=>  √𝑎2 + 𝑏2 ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ √2(𝑎2 + 𝑏2)…………………………………...1p 

<=> 𝑎2 + 𝑏2 ≤ 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 ≤ 2𝑎2 + 2𝑏2 <=> 0 ≤ 2𝑎𝑏 ≤ 𝑎2 + 𝑏2  (𝐴).........................1p 

În plus, avem : √2 =
|𝑧+1|+|𝑧−1|

√|𝑧|2+1
 , doar dacă 0 = 2𝑎𝑏 <=> 𝑧 = −1 𝑠𝑎𝑢 𝑧 = 1 ș𝑖

|𝑧+1|+|𝑧−1|

√|𝑧|2+1
= 2, 

doar dacă 2𝑎𝑏 = 𝑎2 + 𝑏2 , adică |𝑧 + 1| = |𝑧 − 1| și 𝑧 ∈ 𝑖ℝ .....................................................1p 
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